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Résumé

Le but du notre travail est de généraliser pour les espaces bitopologiques flous le concept de fonction
faiblement préouverte introduit dans la topologie générale par Takashi Noiri et Valeriu Popa..On
donnent quelques théorémes de caractérisation, qui représentent des équivalences trés importantes. A la
fin du travail sont énoncés quelques implications importantes et puis les notions et les équivalences qui
seront étudiées dans le travail suivant (I).

Mots-clef: espace topologique flou, espace bitopologique flou, ensemble préouvert, fonction préouverte,
fonction faiblement préouverte

Introduction

Soient X un ensemble arbitraire nonvide et ’intervalle = [0,1]< R. Un ensemble flou en X est

une application A : X —[0,1]. On va noter par F (X ) la classe des ensembles flous dans X.

L’ensemble X, nommé 1’espace X, sera identifié¢ a la fonction constante 1 et ’ensemble vide ¢ a

la fonction constante o. Soit / un ensemble indexé et soit {1; }i <7 une famille d’ensembles flous

en X. La réunion et I'intersection de cette famille, notées par | J4; , respectivement ()4; , on
iel icl

les définissent dans le mode suivant:

[ U4 J(x) =sup{A; (x)},(V)x e X et [ A J(x) =inf {4; (x)},(V)xre X .

iel iel iel iel

n n
Pour le cas fini on va noter par [(JA4;, respectivement [)A4; et on définit par max

1 :1 1 :1
respectivement min:

L’inclusion notée par 4; < Ay ou A; <Ay, on la définit par 4; (x) <A (x) et I’égalité, notée par
A1 = Ay, on la définit par A;(x)= A (x), (V)xe X . Evidemment A} = A5 si et seulement si

A1 £ et Ay <4;.Lacomplémentaire de e F (X ), notée par A, on la définit par
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A5 =1-2,2(x) =(1-)(x) =1-A(x),(V)x e X .
Soient X et ¥ deux ensembles arbitraires nonvides, une application
fiX—>Yetie F(X), ue F(v).
L’image de A et I’ensemble flou f(1)e F (Y) donné par :

sup ﬂ(x), si f_1 (y);t @, (V)y eY,ou f_l = {x)f(x)z y}
f(],)(y): xef_l (y) .

0 , au cas contraire

L’image inverse ou réciproque de wpet I’ensemble flou f -1 (,u)e F (X ) donné par
f_1 ()x)= p(f(x)),(V)x € X, c’est-a-dire f_1 ()= wof , au sens de la composition ordinaire
des fonctions ([5][8]). Les propriétés de fet f ~!'sont données dans le travail [8].

Un point flou x,en X est un ensemble flou en X qui posséde la valeur o dans le point
xeX (O <a< 1) et 0 dans tous les autres points de ’espace X ; on dit que x, a le support x (noté

sup px,, = x) et la valeur «([7]).

L. a si y=x
On peut écrire : xa(y)z 0 ] , yeX.
si y#X

Un ensemble flou est la réunion de tous ses points flous. On dit que le point flou x, appartient

a1’ensemble flou 1€ F(X)si a < A(x),(V)x e X et nous noterons par x, € 4.

A lieu la relation x,, € ~Ulﬂi s’il existe i, € I tel que x, € /11-0 .
le

Si x,est un point flou en X et f: X — Y, alors f(xa,) est un point flou en Y. Si
sup pxq, = xalors sup p(f(xg )= £(x).

Si ypestun point flou en Y, alors f_1 (yﬂ) est un point flou en X si yp € f(X) et f est une
injection. Dans ce cas, si sup py B=Y alors sup p(f_l (y B )): f -1 (y)([S])

Une topologie floue sur X (au sens CHANG) est une famille z< F (X) qui satisfait aux
conditions suivantes :

(11)0,1e7;
_ n
(T,)si 6; er,i=1,n alors (\5; er; (T3)si §;er, ielalors |JJ; er.
i=l iel

Le couple (X ,r) est par la définition un espace topologique flou (au sens CHANG) ou, en
abrégé e.t.f. On appelle ensemble flou 7 -ouvert chaque élément de 7 et on appelle ensemble
flou 7 -fermé la complémentaire d’ensemble 7 - ouvert ([5]).

On définit I’intérieur et la fermeture de A€ F (X) respectivement par ([5]) :

Int/i=/01=u{é‘|§£ﬂ,5er}zsup{é'sﬂﬁer} et
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ClA=A= m{a‘a >1,0¢¢€ T}Z inf{a‘a >1,0¢¢€ z’}
L’ensemble flou 1€ F (X) on dit

o o
(1) F-régulier fermé (resp. F- régulier ouvert) si 4 = /{resp. A= ZJ ([1])

|1

(2) F p- ouvert (resp. F demi-ouvert, F demi-ferme, F préouvert, F ,, -ouvert) si A <4 (resp.

o o o

o =z = =
A<A, A2A, A<A, A<A)siA<A).

Q IC

On dit F B -fermé (resp. F demi- fermé , F demi-ouvert, F préfermé, F «- fermé) la
complémentaire de chacun de ces ensembles.

L’intersection de tous les ensembles F demi- fermés ( resp. F préfermés, F « - fermés, F £ -
fermés) qui contient I’ensemble A€ F (X) on I’appelle la F demi-fermeture (resp. la F
préfermeture, la F o - fermeture, la F S -fermeture) de 4 et on va noter F d-A ou Fd-C (4
(resp.Fp - 7 oqu—CKﬂ,ouFa—z ouFa—Cfxl,F,B—z ouF g —-CilA).

La réunion de tous les ensembles F demi - ouverts (resp. F préouverts, F , -ouverts, F B-

ouverts) qui sont inclus dans I’ensemble A€ F (X) on I’appelle le F demi — intérieur (resp. le F

o
préintérieur, le F « - intérieur, le F £ - intérieur) de A et I’on note par Fd - 4 ou Fd - Int 4

o o
(resp. Fp- A ouFp-IntA,Fa—A ouFa-Int A,FS-42 ouFfG-Int 1).

Les ensembles A,ue F (X) sont quasi-coincidents (q — coincidents) s’il y a xe X tel

que /1(x) + ,u(x) >1 et on va noter par A g p.

Au cas contraire on va noter par /15;1. Si A et u sont q — coincidents en x, alors
A(x)# 0, u(x)#0 et donc (1~ u)x)=0([7]).

Espaces Bitopologiques Flous et les Fonctions Faiblement Préouvertes

Dans le travail [2] nous avons introduit la notion d’espace bitopologique flou par la

Définition 1. Un espace X sur lequel se définissent deux topologies floues (au sens CHANG)
arbitraires 7jet 7o on appelle espace bitopologique flou et on va noter par (X , 71,72 )

Si Ae F(X)alorsonvanoterpar FiC/ A ouF i 2 la fermeture de A par rapport a 7; et F i

o
Int 2 ouF1i A l'interieur de A par rapporta z;, ou i =1,2. En partant de [6] nous introduiront
ici la suivante

Définition 2. Un ensemble 1 e T (X) dans I’espace bitopologique flou (X ,T1, 72) est nommé:

(1) F-(iy) - régulier ouvert si A < Fl'lnt(FjZ), oui,j=12,i#j;
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(2) F-(ij) - demi-ouvert si A < FjCl(Filntd), ou i, j=1,2,i# J;

(3) F-(iy) - préouvert si A< FilFjA), ou i, j =12, i # j;

(4) F-(i,j) - -ouvert si A< Filnt(FjCl(Intl)).

En utilisant la complémentaire on définit respectivement un ensemble F-(i,j) — régulier fermé, F-
(i,j)-demi- fermé, F-(i,j)-préfermé et F-(i,j)- « - fermé.

Définition 3. L’intersection de tous les ensembles F-(i,j)-préfermés contenant A€ ¢ (X) on
appelle F-(i,j)-préfermeture de A et on va noter par F-(i,j)-pjl ou F-(i,j)-pC /1.

La réunion de tous les ensembles F-(i,j)-préouverts qui sont inclus dans ’ensemble 1 e F (X)

o
on appelle F-(i,j)-préintérieur de A et on va noter par F-(i,j)-p A ou F-(i,j)-pInt 1.

Lemme 1. Soient (X ,T1, 72) un espace bitopologique flou et la famille {l K } ke © FXO:

(1) Si Ay est F-(i,j)-préouvert pour chaque k €/, alors |JA; est F-(i,j)-préouvert;
kel

(2) Si Ay est F-(iy)- préfermé pour chaque k €7, alors | JA; est F-(i,j)- préfermé.
kel

La démonstration c’est facile.

Lemme 2. Soient (X ,T1, 72) un espace bitopologique flouet 1€ F(X):
(1) F-(i,j) - p Int A est F-(i,j)-préouvert;
(2) F-(ij) - p CLA est F-(ij)- préfermé;
(3) L’ensemble A est F-(i,j)-préouvert si et seulement si A =F (i, Jj ) —plntd;
(4) L’ensemble A est F-(i,f)- préfermé si et seulement si A =F (i, Jj ) -pClA.
Démonstration: (1) et (2) résultent immédiatement du Lemme 1, et (3) et (4) résultent de (1) et
2).
Lemme 3. Soient I’espace bitopologique flou (X , 71 ,12) et Lle FX):
(1) 1-F-G))-pInt A =F(@,j)-pCL(A-1);
2) 1-F-(i,j) -pCl A=F-(i)) -p Int (1- 1).
Démonstration: (1) Apres le Lemme 2, F-(i,j)- pC/ A est F-(i,j)- préfermé, donc 1- F-(i,j)- p
C/?¢ A est F-(i,j)-préouvert. Puis, 1- F(i,j) - pC¢ (1-1)< A est donc 1- F-(i)j) - pCL (1-1)<
F-(i,j)-pInt 4.
Réciproquement, soit le point flou x, € F-(i,j) - p Int 4; il y a un ensemble F-(i, j)-préouvert
o tel que x5 € 6<A. 1l résulte que 1- o est F-(i, j)- préfermé et 1-4 <1- o. Parce que
Xq €¢1- 0,1l résulte que x, ¢ F(i,j)-p C/ (1-1) et donc

F-(i,j))-pInt A <1-F(G,j)-pCL(1-1).
D’iciil suit que 1- F(3,j) -pInt A =F(@,j)-pC/¢ (1-1).
Le point (2) suit immédiatement de (1).
Définition 4. Soient 1’espace bitopologique flou (X ,T1,7) )etxi € F(X). Une point flou x,en
X on dit un point de F-(i, j)- € -fermeture du A et on va noter par F-(i, j))- C/g A ’ensemble de
ces points si AgFjClo pour chaque ensemble 7; —ouvert 0 avec x, € d,0ui,j=1,2,i# j.
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Définition 5. L’ensemble e F (X) est nommé F-(i, j)-@-fermé si A= F-(i, j)- CL A et
F-(i, j)- 6 - ouvert si 1- 1= est F-(i, /)- 6 -fermé.
Définition 6. La réunion de tous les ensembles F-(i, j)- 8 - ouverts qui sont inclus dans A on

appelle F-(i, j)- @ -intérieur de A et on va noter par F-(i, j)- Intg 4 .

Remarque 1. On a bien x, € F(i, j)-Intg A si et seulement s’il y a I’ensemble ; -ouvert &

avec x, € 0 tel que
Xq €0 SFjCISLA.
Lemme 4. Soient I’espace bitopologique flou (X ,T1 ,rz) ot Ae F(X). Alors :
(1) 1-F(@,j)-Intg A =F(,/)-Cl g(1-1);
(2) 1-F(@1,))-Cl g A=F(,j)-Int g(1-1).
Lemme 5. Soit I’espace bitopologique flou (X »T1s rz)
Si 6 est 7 ;-ouvert enX, alors F(i,/)-C/¢ g A=FiC/lé,i,j=12,i# j.

Définition 7. Soient les espaces bitopologiques flous (X , rl,rz), (Y, tl,tz) et la fonction
f:(X,71,72) = (Y,11,£5). La fonction fon dit:

(1) F(i;j)-demi-ouverte si pour chaque ensemble 7;-ouvert 6 en X, f (6) est F(i, j)-demi-
ouverteen Y;

(2) F(i, j)-préouverte si pour chaque ensemble z;-ouvert o en X, f (5) est F(7, j)-préouvert en
Y;

(3) faiblement F(i, j)-ouverte si pour chaque ensemble 7;-ouvert & en X,
1(8) <Filnt(f(FjCL5)).

Définition 8. La fonction f: (X ,T1s 1'2) - (Y 1 ,t2) on dit faiblement F(i, j)-préouvert si pour
chaque ensemble 7;-ouvert & en X, f (5 ) <F@ ))-pInt (f(FjClo)).

Définition 9. La fonction f:(X,z1,70) — (¥,71,¢)est nommé réciproquement faiblement

ouverte respectivement réciproquement faiblement préouverte) si f est faiblement F(1,2)-ouverte
et faiblement F(2,1)-ouverte (resp. faiblement F(1,2)- préouverte et faiblement F(2,1)-
préouverte).

En suite, nous donnerons quelques théorémes de caractérisation pour les fonctions faiblement
préouvertes.

Théoréme 1. Soit la fonction f: (X,71,72) = (¥,11,12).
Les suivantes affirmations sont équivalentes:

(1) fest faiblement F (i, j)- préouverte;
(2) F (@, )-flntg A)<F(Q, j)— pInt(f(A)), (V)Ae FX);

(3) F (i, ntg |71 (w))< FG, ) - 1~ (p i), (F)ue Fv)

@) Fi,j)»- £~ (pClu) <F(j)-Clg (f‘1 (u)) (Vue F(Y);
(5) Pour chaque point flou x, en X et pour chaque ensemble 7; -ouvert 6 en X avec x, €dily
aun ensemble v F(i, j)-préouvert avec f(x,)evtelque v< f (Fij o );
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Démonstration: (1)=(2): Soient L€ F (X) et le point flou x, € F (i, j)-Inty 4; donc il y a

un ensemble 7; -ouvert & en Xtel que x, € FjC/5<A.Donc on a bien
fea)e 1(6)< f(FiCt5)< £(2)
et parce que f est faiblement F(i, j)- préouvert, il en résulte que
F(8)< F(i, )~ plnt(fFJCE8) < F(i, )~ plnt(f(2)
donc x4 € £ (F (@, j) - pInt(f(A)) et &’ici F(, j)-Int g ()< £ (F G, j) - pInt(f(A)), d’o
F(i, j)-fInt g A )< F (i, j) - plnt(f(2).
(2)=(3): Soit ;re F(Y) etalors apres (2) on a bien
F(i, j)- f(lﬂte (f‘1 (u)))s Fi, )=~ pInt(f(f " () < F (i, j) - plntu,
done Fi, It £~ ()< FGi, /)~ £~ (pineas).
(3)=(4) Soit ue F(Y) et alors
1 x =F (i, j)=Clo(f T ) S F G, j) = Intg (1ex =1~ (u))=
FGi. )Intg (/™ (Ly =) <FG - £ (pInt(Ly —u))= £ 1y =FGi, j)pC lu )=
=1 x- /7 (EGi)pC tu).
Il suit que F(i, ) - ! (pC i) S F G -C Lo (f 7 ().
(4)=(5). Soient un point flou x, en X, un ensemble 7;-ouvert & avec x, € o ’ensemble
u=ly—-f(EClu).
Aprés (4) on a bien successivement :
F(i.j)- £~ (pC L Ly = f(FJ(CLS ) S F (i, j) - CLo(1y —f (FJ(CLS )),
aprés £~ (F (i, /)~ pCl(Ly~f (Fj CL8 )1 x ~(F(, j) — plnt(f (FCL5)),
et puis Lemme 5,
F(i,))=Clo(/ ™ (1y ~f (E(CE8) = F(i. )) = CLo(y—/(Fj(1 x ~ ~ (f(FjCL8)) =
=F(i, j) - Clg(1 x —FjCl5) = FiCl(1 y —FjClS) =1 y —Filnt(FjC{5) <1 y —Filnt5 =1 y -5 = 5€.
Par conséquence, on obtient que :
8 <F(ij)— £~ (pInt(f (FjCt5)) etdonc f(8)< F(ij)— plnt(f (FjCLS)).
Comme f(x,)e f(5), il y a I’ensemble F(lj) —préouvert v tel que f(x,)ev < f(FCLO).
(5)=(1): Soient I’ensemble z;-ouvert 6 en X et le point flou x, €.

Apres (5) il y a un ensemble F(i j) préouvert v avec f(x,)evtel que v < f(FjCld), donc on
abien f(x,)ev<F(ij)— plnt(f(FjCl0)) pour chaque point x, €9



Sur les Fonctions Faiblement Préouvertes dans les Espaces Bitopologiques Flous (1) 29

Par conséquence, on obtient f(0) < F(ij) — plnt(f (FjClJ)), ce qui montre que f est faiblement
F(ij)- préouvert.

Théoréme 2. Soit la fonction f:(X,7y,79)— (¥,f,22). Les affirmations suivantes sont
équivalentes:

(1) fest faiblement F(i j)- préouverte ;

2) f(Filnto)<F(ij) - pInt(f(a)),(V)O' e F(X), 7; -fermé en X ;

() f(8)<F(j) - plnt(f(FjCL5)) (V) e F(X), F(ij)— préouvert en X;
4) f(8)<F(ij)— plnt(f(FjCt8)) (Y)s € F(X), F(ij)— a -ouvert en X.

Démonstration: (1)=>(2): Soient f faiblement F(ij) — préouverte eto un ensemble 7 j -fermé

en X ; alors Filnt o est 7; - ouvert et apres (1) on a bien
f(Filnto) < F(ij) = plnt(f (FjClo) = F(i, j) - plnt(f (o).
(2)=(3) : Soit d un ensemble F'(ij) — préouvert en X. Apres (2) on obtient
f(O) L Fj(Filnt(FjClO) < F(i, j) — plnt(f(FjCL0)).

(3)=(4): C’est évidemment parce que chaque ensemble F(i,j)—a —ouvert est F(ij)—
préouvert.

(4)=(1):Si 0 est ;- ouvert en X, alors o est F(i, j) — o —ouvert en X et alors
f(O)LF(,j)— plnt(f(FjCLd)) et donc fest faiblement F(i, j) — préouvert.

Théoreme 3. Soit la fonction f': (X , 2'1,1'2) - (Y ,tl,tz). Les affirmations suivantes sont
équivalentes:

(1) fest faiblement F(i, j) — préouvert;
() F(i,)) - pClf(Fjlnto)) < f(0), (V)o e F(X), 7;- fermé en X ;
(3) F(i.j)— pCU(f(8)) < f(FiCLS),(V)5 & F(X), 7 ;- ouvert en X.

Démonstration: (1)=(2): Si o est 7;- fermé en X, 1 y —o est 7;- ouverten X et alors
ly—f(o)=f(1x-0)<F(,j)— plnt(f(Fj(1 x-0))) =
=F(, )= plnt(f(1 x =FjInto)) = F(i, j) = plnt(1y - f(FjIntc)) =
=1y-F(i, ) - pCIU(f (FjInto),
d’ou il en résulte que
F(i, j) - pCU(f (Fjinto)) < (o).
2)=@B):Sidest j-ouverten X, alors aprés (2) on a bien successivement :
F(i, j) = CUf () = F(i, j) - pCU(f (FjInt6)) < F (i, j) — pCU(f (Fjint(FiCl5))) <
< f(FiCl9),
d’ou il en résulte que F(i, j) — pCl(f(0)) < f(FiCL)).

(3)=(1):Si O est 7 j-ouvert en X, on a bien successivement :

Ly —F(,j) = pInt(f(FjCLS)) = F(i, ) = pCl(1y = f(FjCLS)) = F (i, j) = pCL
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(f(1 x —FjCt3)) < f(FiCl(1 x —FjCtS)) = f(1 y —Filnt(FjClS)) < f(1 yx —Filnt5) =

=f(1 x-6)=1y—-/(5).
D’ici, il suit que f(0) < F(i, j) - p]nt(f(FjCéé)) et donc f est faiblement F(i, j)- préouverte.

Remarque 2. On peut définir la notion de fonction presque £ (i, j)- préouvert, a I’aide de la

notion de ’ensemble F (i ,J )— régulier ouvert et on peut montrer 1I’implication:
fF (i, j)- préouverte = f presque F (i, yi )- préouvert = f faiblement £ (i, j )- préouverte.

Aussi méme, on peut introduire les notions d’espace bitopologique flou F (i, j)- presque
régulier et F (i, J )— régulier et on peut montrer que si I’espace de définition de la fonction f est
F (i, j)— presque régulier, alors les concepts de presque F (i, j)— préouvert et faible F (i, j)—
préouverte sont équivalentes et si 1’espace de définition pour fonction f est F (i, j)- régulier,
toutes ces trois notions d’ouverture pour f'sont équivalentes.

Nous étudierons ces problémes dans le travail suivant.
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Asupra Functiilor Slab Predeschise
in Spatii Bitopologice Fuzzy (I)

Rezumat

Scopul lucrarii de fata este de a gemeraliza pentru spatii bitopologice fuzzy conceptul de functie
predeschisd introdus in topologia generald de Takashi Noiri si Valeriu Popa. Se dau cdteva teoreme de
caracterizare, care reprezintd echivalente foarte importante. In final se enuntd cdteva implicatii
importante si apoi notiunile §i echivalentele care vor fi studiate in lucrarea urmatoare (I).



