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Résumé

Le but de notre travail est de généraliser pour une multifonction floue la notion de O -continuité, étudiée
dans la topologie générale par Y. Kiiciic, T. Noiri et V. Popa. Le travail contient quelques théoremes de
caracterisation pour cette classe de multifonctions.

Mots clef: espace topologique flou, ensemble flou réguliérement ouverts, semi-ouverts, préouverts,
multifonction floue, multifonction floue O -continue

Préliminaires

Soient un ensemble arbitraire non vide Y (I’espace Y') et I’intervalle [0,]] < R. Un ensemble
flou en Y est une fonction A:Y —[0,1]. Nous noterons par ¥ (Y ) la classe des ensembles
flous de I’espace Y . L’ensemble Y sera identifié a la fonction constante 1 et I’ensemble vide

@ a la fonction constante 0. Soient un ensemble indexé / et {/1,.} une famille d'ensembles

iel
flous en Y . La réunion et l'intersection de cette famille, notées par U A, , respectivement ﬂ/ll. ,
iel iel

sont définies dans le mode suivant:

[Uz,.j(yp suplt, ()i T} (V)y e Y et (ﬂﬂi](y)= infl2,():ie 1) (Ve
iel iel

Si A,A4 eF (Y ), linclusion notée par A4, <A, ou A <A, est définie par
A(y)ﬁ /12()/) (‘v’)y € X . La complémentaire de A € T(Y) est définie par A°=1-4, A°(y)=
I-A)(y)=1-A(y).(V)y €Y.

On dit que la famille 7 < T(Y ) est une topologie floue sur Y si ¢ satisfait les conditions
suivantes:

1. 0,1t

2. si 8, et,i=1nalors ()5 €t,ou ()6, = min{é‘i(y): i=1, n}, (V)yev ;
i=1 i=1
3. si8 et,iel alors | J6, er.
iel
Le couple (Y ,t) est par définition, un espace topologique flou (au sens CHANG) ([4]). Chaque
¢lément de ¢ s’appelle un ensemble flou #-ouvert et la complémentaire d’un ensemble flou #-
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ouvert s’appelle un ensemble flou r-fermé ([4]). L’intérieur et la fermeture de A € (Y ) sont
définis respectivement par (voir [4]):

miA=1=Upls<A5etl Cli=A=Nploz1 0" e,

Un point flou y, en ¥ est un ensemble flou qui a la valeur o (0 <a< 1) dans le point y € Y

et la valeur 0 dans tous les autres points de I’espace Y. On dit que y =suppy, est le support de
Vo ([10]).

On dit que les ensembles 4 et g eF (Y ) sont quasi-coincidents (ou g-coincidents) et on va

noter par Aq i, s’il existe y €Y tel que ﬂ.(y)+ ,u(y) >1 ([10]). Au cas contraire, 4 et u

sont non ¢- coincidents, donc /l(y) <l- ,u(y) pour y €Y et on va noter par /15;1 ([1o).
Nous avons A < u si et seulement si 4 et 1— 4 sont non g-coincidents et on va noter par

Aq(1=u) ([100).
On dit que le point flou y, et ’ensemble A € F (Y ) sont g-coincidents si ¢ + /1(y) >1 pour
ye€Y.Unensemble f €F (Y ) s’appelle un O-voisinage pour le point flou y, en ¥ s’il existe

I’ensemble z-ouvert y (doncy €t) tel quey, gy < . La famille de tous Q-voisinages pour
v, s’appelle le systétme de Q-voisinages pour y, ([10]). On dit que I’ensemble A € ¥ (Y ) est

un ensemble régulier ouvert (resp. régulier fermé) si A=1 (resp. A =A4) ([1)).
Nous introduisons ici les définitions suivantes:
Définition 1. On dit que le point flou y,, est un point o -adhérent pour I’ensemble p € F (Y ) si

AN 1 #0 pour tout ensemble A régulier ouvert avec y, ¢ 4. L’ensemble de tous les points

O -adhérents pour u, s’appelle o -fermeture (ou O -adhérence) de u et on va noter par
oClu (ou o ;). Si 0Cl u = u,alors u s’appelle un ensemble o -fermé. La complémentaire
d’un ensemble O -fermé s’appelle O -ouvert.

Définition 2. L’ensemble noté o Int y ou O Int u = {ya 2y, qA < u,y, point flouen Y}

pour un ensemble régulier ouvert donné A € ¥ (Y ) s’appelle o -intérieur de u .
Remarque 1. On a bien la relation1 — & Int 1 = 6 Cl (l - ,u).

Pour un ensemble A € F (Y ) sont connues les notions suivantes: On dit que I’ensemble A est

demi-ouvert (resp. préouvert, demi- préouvert) si A < A (resp. A < p AL E) (I2D.
L’intersection de tous les ensembles demi-fermés contenant yeF (Y ) s’appelle demi-

fermeture de 4 et on va noter par SCI £ ou S ; .

Lemme 1. (NOIRI [7]). Soit ,ueT(Y ) Alors p est préouvert si et seulement si
sClu= Int(;).

La démonstration est facile, en étant similaire a celle du cas classique.



Sur les Multifonctions Floues &-continues 21

Multifonctions Floues & -continues

Dans ce travail nous utiliserons la notion de multifonction floue introduit par N. S.
PAPAGEORGIU ([8]):

Définition 3. Soient (X ,2') un espace topologique classique et (Y ,t) un espace topologique
flou, au sens CHANG (en abrégé e. t. f.). L’application /' : X — F (Y ), c’est-a-dire (‘v’)x elX,
F (x) eF (Y ) , s’appelle une multifonction floue.

Définition 4. Pour une multifonction flouve F: X —> F (Y ) on définit I’inverse supérieur
F +(/1), respectivement 1’inverse inférieur F 7(/1) d’un ensemble A€ F (Y ), dans le mode
suivant: F*(1)={xe X : F(x)< A}, F(1)={xe X : F(x)q A} (6], [8)).

Evidemment F+(ﬂ,), Ff(/l) cX.

Theéoreme 1 ([6]). Pour une multifonction floue F': X — F (Y ) on a bien la relation

F(1-p)=X~F"(u) (V)ue ().
Nous introduirons ici les définitions suivantes:

Définition 5. On dit que la multifonction floue F': X — F (Y )est supérieure O -continue (en
abrégé s. 8. c.) dans le point x € X si pour tout ensemble A € T(Y), A€t tel que F(x) <Al

existe U < X avec x e U tel queF(Uj <A.

Définition 6. On dit que la multifonction floue F': X — F (Y ) est inférieure J-continue (en

abrégé i. 0. c.) dans le point x € X si pour tout ensemble A €t tel que F’ (x)q/l , 1l existe
Uc X telque U © F(ZJ.

Définition 7. On dit que la multifonction floue F': X — F (Y ) est d-continue si F est inférieur
et supérieur d-continue dans tous les points de 1’espace X.

Le lemme suivant est important pour les démonstrations aux théorémes de caractérisation.

Lemme 2 ([5]). Pour une multifonction floue F': X — F (Y ) les affirmations suivantes sont
équivalentes:

1) Fests.o. c.(resp.i.d.c.);
2) pour tout ensemble A €t avec F (x) <A (resp. F (x)q/i) il existe un ensemble U < X,

régulier ouvert avec x € U tel que F(U)<sCIA (resp. F(u)gsCIA, (V)ueU ;
3) F~ (/1) est d-ouvert (resp. F 7(/1) est d-ouvert) en X pour tout ensemble A€ F (Y )
régulier ouvert ;
4) F~ (,u) (resp. F* (,u)) est o-fermé en X pour tout ensemble y € F (Y ) régulier fermé.
Nous donnerons ici quelques théorémes de caractérisation pour les multifonctions floues.

Théoréme 2. Pour la multifonction floue F: X — F (Y ) les affirmations suivantes sont
équivalentes:
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1) Fests.d.c;
2) sCI(F (1)
3) scl(F (1)<

Démonstration

B (Cl /1) pour tout ensemble A € F (Y ) demi-préouvert ;
~(C12) pour tout ensemble A € F(Y) semi-ouvert.

(=) Soit L eF (Y ) un ensemble demi-préouvert. Parce que C/ A est régulier fermé, conf.
au Lemme 2, oCI (Ff(/l)) est ofermé en X et F (1)< F(CIA) et donc
scCi(F(2)c F(c14).

(2)= (3) C’est évidemment, parce que tout ensemble semi-ouvert en Y est demi-préouvert en Y.

3)=(1) Soit ueF (Y ) un ensemble régulier-fermé, donc x4 est demi-ouvert en Y (voir [2],

on a bien 0 Cl (Ff(,u))g F(Clu)=F (u) et donc F~(u) est &-fermé en X. Apres le
Lemme 2 il en résulte que F est s. d. c.

Théoréme 3. Pour une multifonction flove F: X — T(Y ) les affirmations suivantes sont
équivalentes:

1) Festi.d.c;
2) oCl (F ' (/?,))g F*(CI 1) pour tout ensemble A € F(Y) demi-préouvert ;
3) oCI (F B (ﬂ))g F*(CI 4) pour tout ensemble A € #(Y) semi-ouvert.

La démonstration est similaire a celle du théoréme précédent. Comme une généralisation de la
notion classique de d-continuité (NOIRI, [7]) nous introduirons ici la suivante

Définition 8. On dit que la fonction f : (X ,’[)—)(Y ,t) est J-continue si pour tout point

x € X et pour tout Q-voisinage f de f (x) il existe un voisinage ouvert U de x tel que

f(ﬁ] <7

Remarque 2. Nous considérons ici la fonction f comme une multifonction floue a une valeur
unique. Alors pour la fonction f'a lieu le corollaire suivant:

Corollaire 1. Les affirmations suivantes sont équivalentes:

1) festd-continue ;

2) sclf()e
3) scl(f(a)e '\ (c
4 f'(A)cs Int( £ (me(Ct /1))) pour tout ensemble A € (Y) préouvert.

Remarque 3. La notation f ' (/1) représente ’image inverse (au sens CHANG) d’ensemble A

1) pour tout ensemble A € F(Y) demi-préouvert ;
1) pour tout ensemble 1 € F(Y) préouvert ;

donné par f ' oA = Ao f, au sens de la composition ordinaire de fonctions ([4]).

Comme une généralisation de la définition classique introduite par VALERIU POPA ([9]) nous
introduirons ici:

Définition 9. Pour la multifonction flouve F' : X — F (Y ) on définit la multifonction floue

SCIF: X - F(Y),ou(SCIF)x)=SCI(F(x))(V)xe X .
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A I’aide de la multifonction SCI/ F' on démontre les théorémes suivants de caractérisation pour
la multifonction F.

Théoréme 4. La multifonction F': X — F (Y ) est s. d. c. si et seulement si la multifonction
SCIF: X — F(Y) ests. d.c.

Démonstration. Nécessité. Nous présupposons que F est s. . ¢. Soient x € X et I’ensemble
Ae®(Y), Aet avec (SCIF)x)<A. Comme F(x)<A et en utilisant le Lemme 2, il

existe ’ensemble U < X régulier ouvert avec x € U tel que F(U)S SCIA. On a bien
Fu)<SCIA, (VueU etdonc SCIF(u)<SCIA et d’ici (SCIF)U)<SCIA et donc
SCIF ests.o.c.

Suffisance. Nous présupposons que SCI/F est s. J. c. et soient x€ Xet A€t avec
F (x)S A . Alors (S CIF )(x) <SCIA et aprés le Lemme 2 il existe U régulier ouvert en X
avec xeU tel que (SCIF)YU)<SCI(SCIA)=SCIA (voir [9]). Puis F(U)<SCIA et

apres le Lemme 2, F ests. d. c.

Théoréme 5. La multifonction floue F':X —>fF(Y ) est i. J. c. si et seulement si la
multifonction floue S CI F : X — F(Y) esti. 6. c.

Démonstration. Nécessité. Soient F i. d. ¢, xe X et let avec (SCIF)x)gA. Alors
AqF (x) et aprés le Lemme 2, il existe I’ensemble U régulier ouvert en X avec x € U tel que
F(u)gSCIA, (V)ueU. Dici il en résulte que (SCIF)u)gSCIA, (V)ueU et donc
SCIF esti.o.c.

Suffisance. Soient SCI/F i. 6. ¢, xe€eX et A€t avec F(x)q/i . Parce que
F(x)<SCIF(x), SCIF(x)q A et aprés le Lemme 2, il existe un ensemble U régulier ouvert
en X avec xeU, tel que (SCIF)(u)qSCl/L (V)u eU. Aprés le Lemme 1,
SCIA=mnt(CIA) et F(u)gSCIA, (V)ueU etdonc Festi. d. c. (aprés le Lemme 2).
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Asupra multifunctiilor fuzzy J-continue

Rezumat

In aceastd lucrare se generalizeazdi pentru o multifunctie fuzzy conceptul de d-continuitate studiat in
topologia generala de Y. KUCUC, T. NOIRI si V. POPA. Rezultatele importante ale Ilucrarii sunt
teoremele de caracterizare date pentru aceasta clasa de multifunctii.



